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WSTĘP
ŻELBET, CZYLI BETON DODATKOWO WZMOCNIONY STALOWYMI PRĘTAMI, CECHUJE 
WYSOKA WYTRZYMAŁOŚĆ NA ŚCISKANIE I ROZCIĄGANIE ORAZ MOŻLIWOŚĆ NIEMAL 
DOWOLNEGO KSZTAŁTOWANIA. SPRAWIA TO, ŻE JEST JEDNYM Z NAJPOPULARNIEJ-

SZYCH MATERIAŁÓW KONSTRUKCYJNYCH.

W
arto pamiętać, że projektowanie konstrukcji żelbetowych to nie tylko „wklepywanie” danych 
potrzebnych do obliczeń. To duża odpowiedzialność. Musisz mieć pełną świadomość swojego 
działania. Jak słusznie określił to jeden z najlepszych polskich ekspertów w dziedzinie projekto-
wania żelbetu – prof. Starosolski: „Podstawą właściwej decyzji projektanta jest swoista erudy-

cja konstrukcyjna, znajomość szerokiego wachlarza rozwiązań konstrukcyjnych, a nawet ściślej - chwytów 
konstrukcyjnych.

Niniejsza publikacja to zbiór rozwiązań obliczeniowych, dotyczących różnego rodzaju konstrukcji żelbetowych. 
Dzięki temu poradnikowi:
ɾ	 poprawnie obliczysz ramy prętowe,
ɾ	 otrzymasz komplet wzorów do uproszczonego obliczania naprężeń w zbrojeniu,
ɾ	 dowiesz się, jak obliczać siły wewnętrzne w silosach i zbiornikach wielokomorowych,
ɾ	 obliczysz nośność graniczną na zginanie w konstrukcjach sprężonych.

Wszystkie rozwiązania zostały opracowane przez czołowych projektantów i jednocześnie dydaktyków akade-
mickich, takich jak prof. Starosolski, Knauff czy prof. Halicka. 

Życzymy inspirującej lektury.

Zespoł PWN
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OBLICZANIE NAPRĘŻEŃ
 B AUTOR: 

Michał Knauff

N
aprężenia konstrukcji żelbetowych można 
obliczać według klasycznej teorii liniowej. 
Według normy, wpływ pełzania można 
uwzględniać, stosując (zamiast Ecm) efek-

tywny moduł sprężystości betonu

Uwzględnianie pełzania metodą efektywnego 
modułu sprężystości jest ścisłe tylko wtedy, gdy 
naprężenia w betonie podczas całego procesu 
pełzania pozostają stałe. Na ogół postulat ten nie 
jest jednak spełniony. Należałoby zatem napręże-
nia i odkształcenia rozpatrywać jako funkcje czasu, 
stosując prawo pełzania. Zagadnienia obliczania 
konstrukcji, w których zachodzi pełzanie i skurcz 
betonu, są przedmiotem obszernego działu teorii 
konstrukcji z betonu – istnieje wiele publikacji doty-
czących tej problematyki. 

W zwykłych warunkach wilgotnościowych i ciepl-
nych, jeżeli zmiany naprężeń są powolne i mono-
toniczne (a to założenie jest na ogół spełnione), 
metoda efektywnego modułu zapewnia dokładność 
wystarczającą dla celów praktycznych.

Na skutek pełzania naprężenia i odkształce-
nia zmieniają się z biegiem czasu. W elementach 
zginanych (przy stałym momencie zginającym) 
naprężenia w najbardziej ściskanych włóknach 
betonu maleją, a odkształcenia rosną. W zbroje-
niu rozciąganym naprężenia i odkształcenia rosną. 

W zbrojeniu ściskanym w elementach zginanych 
i ściskanych w miarę upływu czasu zbrojenie przej-
muje część sił wewnętrznych, które bezpośred-
nio po przyłożeniu obciążenia były przenoszone  
przez beton.

Śc is ł e  ob l iczenie naprężeń w ymaga 
w y z n a c z a n i a  c h a r a k t e r y s t y k  g e o m e -
t r y c z n y c h  p r z e k r o j u ,  a  w  f a z i e  I I ,  
gdy N _= 0, prowadzi do konieczności rozwiązy-
wania równań trzeciego stopnia. Zamiast ścisłych 
obliczeń według teorii liniowej można zasto-
sować przedstawione w następnym punkcie  
uproszczenia.

Uproszczone	obliczanie	naprężeń

Na ogół ramię sił wewnętrznych w przekrojach 
żelbetowych mieści się w przedziale od 0,7 do 0,95 
wysokości użytecznej. Uproszczony sposób oblicza-
nia naprężeń opiera się na oszacowaniu tego ramie-
nia. Wypadkowa siła w strefie ściskanej, tzn. suma 
siły w betonie i w zbrojeniu As2, wynosi: 

Rys.	Uproszczone obliczanie sił wewnętrznych i naprężeń 
w zbrojeniu w fazie II
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Moment sił wewnętrznych 
względem zbrojenia As1 można 
wyznaczyć ze wzoru

a zatem

W powyższym wzorze 

W przypadku czystego zgina-
nia Ms1 = M i

Wzory te są podstawą prostej 
metody przybliżonego obliczania 
naprężeń, opartego na szacowa-
niu ramienia sił wewnętrznych z. 

Komplet wzorów do uproszczonego obliczania naprężeń w zbrojeniu

Tablicę tę można stosować 
także do przekrojów prostokątnych 
ze zbrojeniem As2 i do przekrojów 
teowych z półką w strefie ściskanej. 
Wtedy obliczone naprężenia w zbro-
jeniu będą większe (zwykle nieznacz-
nie) od obliczonych ściśle. 

 A NA PODSTAWIE:

Obliczanie konstrukcji żelbetowych według eurokodu

(Wydawnictwo Naukowe PWN wyd. 3, 2018), 
autor: Michał Knauff

ZOBACZ

https://ksiegarnia.pwn.pl/Obliczanie-konstrukcji-zelbetowych-wedlug-Eurokodu-2,757527423,p.html?utm_source=audience&utm_medium=ebook&utm_campaign=konstrukcje-zelbetowe&utm_term=102022
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OBLICZANIE RAM PRĘTOWYCH
 B AUTOR:

Włodzimierz Starosolski

W
 inżynierskich obliczeniach konstruk-
cji szkieletowych przyjmuje się zwykle, 
że konstrukcja wykonana jest z mate-
riału o ustalonych cechach liniowo 

sprężystych.
Jest to przyjęcie sankcjonowane zarówno przez 

normę EC2, jak i dawną PN02, a dla szeregu typów 
konstrukcji wręcz wymagane. W typowych obli-
czeniach ramowych ustrojów szkieletowych, także 
ze wspomaganiem komputerowym, przyjmuje się, 
że pręty tworzące model ustroju scharakteryzowane 
są nie rzeczywistymi wymiarami ich przekroju, lecz 
jego charakterystykami: momentami bezwładno-
ści na zginanie i skręcanie oraz polem powierzchni 
przekroju poprzecznego. Obliczenia wykonuje się dla 
tak przyjętego opisu prętów. Operowanie charakte-
rystykami przekrojów zamiast ich wymiarami może 
prowadzić do błędów. Uproszczeń tych można unik-
nąć, jeżeli ustrój szkieletowy będzie modelowany 
nie elementami prętowymi, lecz płaskimi elemen-
tami „tarczowymi”. W tym przypadku rama staje się 
tarczą, w której powycinano stosowne otwory.

Różnice między modelem ramy traktowanej jako 
tarcza a modelem ramy prętowej uwidacznia dodat-
kowo obraz naprężeń normalnych w przekrojach 
przywęzłowych.

Znaczne zbliżenie wyników rozwiązania 
ram między rozwiązaniem tarczowym a pręto-
wym można uzyskać, wprowadzając całkowicie 
sztywne odcinki prętów na obszarze przywęzłowym 
(w uroszczeniu ramy o węzłach sztywnych). Można 
tu polecić dobór długości tych sztywnych odcinków 
przywęzłowych fi, k, stosując oznaczenia:

Rys. Oznaczenia do obliczenia sztywnych odcinków przywę-
złowych

gdzie
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Rys. Model ramy ukształtowany elementami płaskimi: a) model, b) wykres momentów zginających w drugim ryglu od dołu wywo-
łanych poziomym równomiernym obciążeniem ramy na całej wysokości

Rys. Przykładowe rozkłady naprężeń σx w przekrojach podporowych ramy „tarczowej” – obciążenie pionowe równomiernie rozło-
żone wyłącznie na lewym ryglu górnym
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Przykładowe wyniki obliczeń długości sztywnych 
odcinków podano niżej. Należy zwrócić tu uwagę, 
że długość odcinków sztywnych jest mniejsza niż 
odpowiedni wymiar węzła.

Rys. Przykład określenia długości sztywnych odcinków przy-
węzłowych; a) geometria węzła, b) długości odcinków przy-
węzłowych

Porównanie momentów zginających obliczonych 
w ramie w sposób klasyczny i w sposób podany 
wskazanym wyżej wzorem przedstawiono tutaj:

Rys. Porównanie modeli ramy obliczanej tradycyjnie 
i z uwzględnieniem sztywnych odcinków przywęzłowych ze 
wzoru; a) model,  b) momenty zginające otrzymane w wyniku 
rozwiązania tradycyjnego, c) momenty otrzymane w modelu, 
w którym zastosowano sztywne odcinki przywęzłowe

Wprowadzenie sztywnych odcinków przywęzło-
wych zaowocowało 10% zmianą wartości momen-
tów ekstremalnych. Można też zwrócić uwagę, 
że odcinki sztywne były bardzo krótkie i wynosiły 

dla rygli 0,21 m, a dla słupów z każdej strony węzła 
po 0,15 m. Analogiczna zmiana wartości momen-
tów wystąpiła, co oczywiste, w innych przekrojach. 

W prefabrykowanych konstrukcjach szkiele-
towych bywa, że rygle opierają się na wsporni-
kach słupów. Przy modelowaniu ustroju elemen-
tami prętowymi niewłaściwe byłoby traktowanie 
takiego połączenia jako połączenia przegubowego, 
w którym przegub usytuowany jest przy osi słupa. 
W takim przypadku między osią słupa a miejscem 
podparcia przegubowego belki wskazane jest wpro-
wadzenie odcinka sztywnego pręta. 

Oczywiście, modelując taki ustrój elementami 
płaskimi, możemy odtworzyć sytuację o wiele 
dokładniej. 

 A NA PODSTAWIE:

Konstrukcje żelbetowe według Eurokodu 2  
i norm związanych Tom 5

(Wydawnictwo Naukowe PWN, 2016), 
autor: Włodzimierz Starosolski

ZOBACZ

https://ksiegarnia.pwn.pl/Konstrukcje-zelbetowe-wedlug-Eurokodu-2-i-norm-zwiazanych-Tom-5,331284490,p.html?utm_source=audience&utm_medium=ebook&utm_campaign=konstrukcje-zelbetowe&utm_term=102022
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OBLICZENIE SIŁ 
WEWNĘTRZNYCH 

W SILOSACH I ZBIORNIKACH 
WIELOKOMOROWYCH

 B AUTORZY:

Anna Halicka, Dominika Joanna Franczak-Balmas

P
odział silosów kołowych na komory o mniej-
szych pojemnościach, w których znajdują 
się materiały sypkie o różnych właściwo-
ściach, realizowany jest za pomocą ścian 

działowych. Najczęściej przechodzą one przez 
pionową oś silosu, poszczególne komory stanowią 

więc w przekroju wycinki koła o kącie wewnętrznym 
zależnym od ich liczby. 

Ściany działowe powodują powstanie w płasz-
czyznach równoleżnikowych obok sił równoleżniko-
wych także momentów równoleżnikowych, i to nie 
tylko w komorach napełnionych. Rozpatrzyć więc 

Rys. Schematy obliczeniowe silosów wielokomorowych ze ścianami działowymi: a) silos czterokomorowy, b) silos trzykomorowy, 
c) silos dwukomorowy
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należy możliwe warianty napełniania komór, wybie-
rając do wymiarowania ekstremalne wartości sił 
wewnętrznych.

Poniżej podane zostaną zasady obliczeń sił 
wewnętrznych w płaszczyznach poziomych, pocho-
dzących jedynie od parcia poziomego. Pozostałe 
efekty (wpływ parcia miejscowego, praca tarczowa, 
momenty zamocowań w dnie) należy analizować jak 
w komorach pojedynczych. 

W celu obliczenia sił wewnętrznych w strefach 
poza połączeniem komory z dnem i przekryciem, 
komory dzieli się myślowo na odcinki o wysoko-
ści  1 m i rozpatruje się płaskie zagadnienie pozio-
mych jednometrowych ram zamkniętych, obciążo-
nych parciem poziomym działającym na wysokości 
ramy. Ramy o kształtach pokazanych na rysunku 
wyżej są wielokrotnie statycznie niewyznaczalne. 

Analityczne ich rozwiązanie, dodatkowo z warian-
tami obciążenia różnych komór nie jest zadaniem 
prostym i najlepiej je realizować metodą elementów 
skończonych.

Baterie	silosów	kołowych

Poniżej pokazano przykłady układów komór koło-
wych w bateriach silosowych. Przestrzenie między-
komorowe mogą być puste lub napełniane – zwane 
są wtedy komorami „gwiazdkowymi”.

Kąt środkowy łuków tworzących przestrzenie 
międzykomorowe zależy od liczby komór tworzą-
cych taką przestrzeń m. Dla m = 3, 4, 5, 6

Rys. Rozkład momentów w trzykomorowym silosie przy napełnieniu jednej z komór

Rys. Geometria komór „gwiazdkowych”
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Fakt konstrukcyjnego połączenia ze sobą 
poszczególnych komór, a także wypełnienie składo-
wanym materiałem przestrzeni międzykomorowych, 
powoduje powstanie w ścianach silosu nie tylko 
poziomych sił osiowych, lecz także sił poprzecz-
nych i momentów zginających.

W celu obliczenia sił wewnętrznych w strefach 
poza połączeniem komory z dnem i przekryciem 
postępuje się tak, jak w przypadku komór dzielonych 
ścianami działowymi. Zblokowane komory dzieli 
się myślowo na odcinki o wysokości 1 m i rozpa-
truje płaskie zagadnienie jednometrowych pozio-
mych układów pierścieniowych (pierścieniowych 
ram zamkniętych), obciążonych parciem pozio-
mym działającym na wysokości ramy. Analityczne 
ich rozwiązanie, dodatkowo z wariantowaniem 
obciążenia różnych komór, jest zadaniem bardzo 
skomplikowanym.

W obliczeniach komór środkowych schematem 
wyjściowym są łuki o węzłach nieprzesuwnych, 
a do obliczeń komór skrajnych baterii stosuje się 
schematy łuków o węzłach przesuwnych

Rozpatrując pracę komór środkowych, przyjmuje 
się schemat łuku rozpiętego między skrajnymi punk-
tami strefy styku komór sąsiadujących, zakładając 
nieprzesuwność jego podpór. W przypadku łuku 

o kącie środkowym φ0, obciążonego wewnętrz-
nym parciem ph, w węzłach powstają siły styczne 
do łuku (równoleżnikowe), siły poprzeczne oraz 
momenty zginające. 

Wartości sił węzłowych wynoszą 

,
gdzie

Ac i Ic – pole przekroju i moment bezwładności 
przekroju łuku (w tym przypadku jednometrowych 
pierścieni szerokość przekroju wynosi 1 m, wysokość 
jest równa grubości ściany).

Rys. Schematy obliczeniowe komory środkowej w baterii silosów kołowych przy obciążeniu parciem materiału sypkiego we-
wnątrz komory: a) schemat przykładowej komory środkowej w baterii silosów, w której przestrzeń międzykomorowa powstaje na 
styku czterech komór (φ′ = 90°) i jej odcinek łukowy o kącie środkowym φo = 60° wraz z wykresem momentów równoleżnikowych 
w ścianie komory od parcia poziomego, b) łuk o kącie środkowym φ0 i podporach nieprzesuwnych obciążony parciem poziomym.
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Siły przekrojowe w punkcie opisanym kątem φ 
wynoszą:

Rys. Komora zewnętrzna w baterii silosów przy obciąże-
niu parciem przestrzeni międzykomorowej według : a) sche-
mat obliczeniowy, b) wykresy momentów równoleżnikowych 
w skrajnej komorze baterii w założeniu: φ0 = 60°, ψ0 = 240°, 
φ′ = 90°, ψ′ = 270°

 A NA PODSTAWIE:

Żelbetowe zbiorniki na ciecze i materiały sypkie

(Wydawnictwo Naukowe PWN, 2021), 
autorzy: Anna Halicka, Dominika Joanna Franczak-Balmas 

ZOBACZ
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https://ksiegarnia.pwn.pl/Zelbetowe-zbiorniki-na-ciecze-i-materialy-sypkie,849724453,p.html?utm_source=audience&utm_medium=ebook&utm_campaign=konstrukcje-zelbetowe&utm_term=102022
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BETONOWE KONSTRUKCJE 
SPRĘŻONE

 B AUTORZY:

Michał Knauff, Marcin Niedośpiał

O
bliczenie nośności granicznej można 
oprzeć na założeniu, że oddziaływanie 
cięgien można zastąpić oddziaływaniem 
jednego „cięgna wypadkowego”, które leży 

na poziomie wypadkowej siły sprężającej. Jeżeli 
wszystkie cięgna są jednakowe i jednakowo sprę-
żone, to wypadkowa siła sprężająca leży w środku 
ciężkości pola przekroju cięgien.

Czasem cięgna sprężające są rozmieszczane 
w dwóch grupach – w półkach przekroju. W takim 
przypadku lepiej odpowiada rzeczywistości obli-
czenie, w którym rozpatruje się osobno naprężenia 
w cięgnach w każdej z tych grup (tak jak np. w star-
szych polskich normach). 

Obliczenie oparte na założeniu, że siła spręża-
jąca jest skoncentrowana na poziomie wypadkowej, 
jest jednak prostsze i bardziej przejrzyste. Niekiedy 
trzeba dzielić siłę sprężającą na części. Jeżeli 
liczby cięgien w górnej i dolnej grupie są zbliżone, 
to osobne rozpatrywanie tych dwóch grup wydaje 
się konieczne.

W poniższych założeniach przyjęto, że cięgna 
można zastąpić jednym cięgnem wypadkowym. 
Odkształcenia cięgna wypadkowego i stykają-
cego się z nim betonu są równe. W sytuacji trwa-
łej wyczerpanie nośności następuje na skutek osią-
gnięcia granicznych odkształceń w strefie ściskanej. 
Siła Pd w stanie granicznym jest równa sp fpd. 

Podobnie jak w elementach żelbetowych może 
wystąpić wyczerpanie nośności przekroju ze 

względu na stal lub ze względu na beton. Jeżeli 
pole przekroju zbrojenia jest małe lub umiarkowane, 
to w stali sprężającej osiąga się obliczeniowe naprę-
żenie graniczne fpd (zniszczenie ze względu na stal). 
Jeżeli pole przekroju stali sprężającej jest duże, 
to odkształcenia rozciąganej strefy przekroju są 
za małe do osiągnięcia fpd i wyczerpanie nośności 
przekroju następuje na skutek osiągnięcia granicznej 
nośności strefy ściskanej (zniszczenie ze względu 
na beton), a naprężenie w cięgnach σpd < fpd.

W konstrukcjach żelbetowych (niesprężonych) 
przekroje przezbrojone (tzn. ulegające zniszczeniu 
ze względu na beton) są nieekonomiczne – zbroje-
nie nie jest w nich wykorzystane. W konstrukcjach 
sprężonych takie przekroje mogą być ekonomiczne, 
gdyż zbrojenie sprężające – „nadmierne” ze względu 
na nośność graniczną – może być potrzebne 
do spełnienia wymagań ze względu na zarysowanie.

Jeżeli w cięgnach sprężających osiąga się fpd, 
w zbrojeniu As1 osiąga się granicę plastyczno-
ści przy rozciąganiu, a w zbrojeniu As2 granicę 
plastyczności przy ściskaniu (obydwie oznaczono 
przez fyd), to z warunków równowagi wynikają 
zależności:

 (wzór 1)

(wzór 2)
Uwaga.	Wzór	2	przedstawia moment zginający 

względem wypadkowej siły sprężającej. Wzór ten 
można zastąpić wzorem na moment względem 
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dowolnego punktu (np. względem krawędzi prze-
kroju), gdyż siły narysowane po prawej stronie 
rysunku 10.1b są w równowadze i można je przed-
stawić jako parę równych sił, a moment takiej pary 
względem każdego punktu jest taki sam.

We wzorach 1 i 2 Acc oznacza pole strefy ściska-
nej, a Scc moment statyczny tego pola względem 
poziomu, na którym leży wypadkowa siła sprężająca. 
Acc i Scc są funkcjami zasięgu strefy ściskanej x.  
Jeżeli kształt przekroju jest określony, to podobnie 
jak w żelbecie ze wzoru 1 można ten zasięg wyzna-
czyć, a następnie podstawić do równania 2 i obli-
czyć moment graniczny MRd.

Po wyznaczeniu x ze wzoru 1 sprawdza się, czy – 
jak założono – naprężenia w każdej grupie zbrojenia 
osiągają granicę plastyczności. Jeżeli w którymkol-
wiek zbrojeniu granica ta nie jest osiągnięta, to we 
wzorach 1 i 2 należy zastąpić granicę plastyczności 
zbrojenia przez naprężenie obliczone na podstawie 
odkształcenia (odkształcenie jest funkcją x), stosu-
jąc prawo Hooke’a, i ponownie rozwiązać równanie 1.

Odkształcenie cięgien sprężających zależy od 
przyrostu odkształcenia Δεp . W normie znajduje się 
tylko ogólnikowa wskazówka dotycząca wyznacza-
nia Δεp („…obliczając naprężenia w cięgnach sprę-
żających, uwzględnia się początkowe odkształcenie 
tych cięgien…”). 

Przez εp0 oznacza się początkowe odkształcenie 
cięgna, tzn. odkształcenie wywołane sprężeniem. 
Odkształcenie cięgna w stanie granicznym jest 
sumą tego odkształcenia i przyrostu Δεp wywoła-
nego przez obciążenia inne niż sprężenie

 (wzór 3)

Początkowe odkształcenie εp0 występujące 
bezpośrednio po sprężeniu, wywołane siłą Pm0, jest 
większe niż odkształcenie, które wystąpi po długim 
czasie, gdy siła sprężająca spadnie na skutek zjawisk 
reologicznych. 

Jeżeli wyczerpanie nośności następuje szybko 
po sprężeniu elementu i straty sprężenia nie mają 

jeszcze istotnego znaczenia, to obliczając napręże-
nia w cięgnach, powinno się wziąć pod uwagę siłę 
sprężającą uszczuploną o straty doraźne (Pm0). 
Jeżeli wyczerpanie nośności ma nastąpić po długim 
czasie, to należałoby wziąć pod uwagę mniejszą 
(zmniejszoną o straty opóźnione) siłę sprężającą. 

W praktyce nie wiadomo, kiedy wystąpi najwięk-
sze zagrożenie utratą nośności, a zatem za 
podstawę obliczeń przyjmuje się stan, który wystąpi 
dla t → ∞. 

Przyjmuje się zatem

 (wzór 4)

Ściskające naprężenie w betonie na poziomie 
cięgna wypadkowego jest wtedy równe

 (wzór 5)

W powyższym wzorze MP oznacza moment 
zginający wywołany przez siłę sprężającą. Jeśli 
konstrukcja jest statycznie wyznaczalna, to MP = 
Pzcp i

 (wzór 5a)

Skrócenie betonu wywołane tym naprężeniem

 (wzór 6)

Do przekroju, który znajduje się w opisanym 
powyżej stanie, przykłada się moment zginający, 
który ma doprowadzić do wyczerpania nośno-
ści. Na poziomie wypadkowego cięgna obciążenie 
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to najpierw zmniejsza do zera skrócenia wywo-
łane przez sprężenie (wtedy odkształcenie betonu 
osiąga poziom zerowy), a następnie wywołuje przy-
rost odkształcenia Δεp do poziomu, który występuje 
w stanie granicznym nośności. Do osiągnięcia tego 
stanu potrzebne jest wydłużenie

(wzór 7)

Po podstawieniu do wzoru 3 odkształcenia 
danego wzorem 7 otrzymuje się

a następnie, na podstawie wzorów 4 i 6:

 (wzór 8)

Jeżeli odkształcenie cięgna określone tym 
wzorem jest mniejsze od εpd = fpd /Ep, to w stali 
sprężającej nie osiąga się granicy plastyczności 
i do wzoru 1 w miejsce fpd należy podstawić Epεp 
i wyznaczyć zasięg strefy ściskanej x z otrzyma-
nego w ten sposób równania.  
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